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BME

PROBABILIDAD

INTRODUCCION

La probabilidad trata de aproximar, mediante determinados parametros, los posibles resultados al efectuar
un experimento: asi como hablamos de frecuencias en una muestra, hablaremos de probabilidad en una
poblacién.

Definicién: Llamaremos espacio muestral de un experimento (y lo representaremos como Q) al conjunto
de resultados que se pueden obtener.

Definicion: Llamaremos suceso A a un subconjunto del espacio muestral (A c Q).

Ejemplo

Obtener el espacio muestral de los siguientes experimentos:
a) La suma al lanzar dos dados.
b) El sexo de los hijos de una pareja.
c) Las longitudes de las alas del escarabajo de la patata.

a) 0=1{23456,7,89101112 }
b) Q={H M}
c) Q= {R+ }

CONCEPTO DE PROBABILIDAD

Definicién: Llamaremos modelo de probabilidad a una funcion P: Q — [0,1] (esto es, a cada suceso A le
hace corresponder un valor P(A) entre 0 y 1) tal que:

a)P(Q)=1

b) P(AU B) = P(A) + P(B) si Ay B son disjuntos (esto es, si A1 B = &)

Propiedades de un modelo de probabilidad:

® P(A°) = 1 - P(A) (donde Ac es el suceso contrario a A, el cual verificaque AUA°=Q y AN A=)
@P(@)=0
® SiAcB,entonces P(A) <P(B)yP(B -A) =P(B) - P(A)
@ P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B)
N N

N N
OP(J A)= D P(A) - X, PAINA)+ ...+ (1P A)
j=1 B

j=1 j<i
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PROBABILIDAD EN ESPACIOS MUESTRALES DISCRETOS

CONCEPTO DE PROBABILIDAD

Definicion: Diremos que un espacio muestral es discreto si es finito 6 numerable, es decir admite una
representacion de la forma:

a) Q={A1, Az, ..., An} es el caso de ser finito.

b) Q={A1, A2, ..., An, ...} es el caso de ser infinito.

e Cuando el espacio muestral es discreto, la teoria de la probabilidad que se utiliza es la llamada
probabilidad elemental o probabilidad clasica.

Las propiedades de la probabilidad, en el caso discreto, se resumen en:
a) 0 < P(A) <1 VA,

b) Y. P(A) = 1 (ya sea el sumatorio finito o infinito)
¢) SiB={A1, Az, ..., An,...}, donde todos los sucesos son distintos, entonces P(B) = Z P(A).

Regla de Laplace: En el caso de que todos los sucesos sean igualmente probables, la probabilidad de un
casosfavorables

casosposibles

suceso B vendra dado por: P(B) =

Ejemplo

Hallar la probabilidad de que al tirar un dado no obtengamaos ni un 3 ni un 4.

Pau2u5u®:g=Q%%m

PROBABILIDAD CONDICIONADA. SUCESOS INDEPENDIENTES.

Definicién: La probabilidad del suceso A condicionado al suceso B (esto es, la probabilidad de que ocurra A

sabiendo que B ya ha ocurrido) se define como P(A| B) = P(%Q)B)

Proposicién: P(A|B) = w
P(B

Ejemplo

Calcular la probabilidad de obtener un seis al lanzar un dado:
a) Sin poseer ninguna informacion adicional.
b) Sabiendo que ha salido un nimero par.

a) w®=%:qm%%7
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Definicién: Diremos que dos sucesos A y B son independientes si P(A N B) = P(A)-P(B) (De un modo
intuitivo son independientes si el éxito o fracaso del suceso A no afecta al éxito o fracaso del suceso By
viceversa). En caso contrario diremos que Ay B son dependientes.

Se verifica que si A y B son independientes, entonces P(A| B)=P(A) vy P(B | A) = P(B).
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REGLAS PARA EL CALCULO DE PROBABILIDADES

1. Regla de la multiplicacion

(N ) N-1
POVA, J= P(A)-P(AIA) - P AN ALY P(A 1 A)

Ejemplo

Al sacar 3 cartas de la baraja espafiola, ¢cudl es la probabilidad de que las 3 sean oros?

P(A1) = sacar oro =10/40
P(3 cartas sean oros) = P(A1) * P (A2 / A1) *P (As/ A1 N A2) = 10/40 * 9/39 *8/38 =0,0121

2. Regla de la probabilidad total

Sean A1, Az, ..., Ax sucesos tales que:
a) L’j A =Q
b) Kilﬂ A =Ctalquei=|.
Entonces se verifica que

P(B):iP(Aj)- P(B|A,)

Se suele utilizar cuando hay dos etapas en un experimento.
Ejemplo

Se lanza un dado de numeros {1, 2, 3} y el nUmero que resulta es el nimero de bolas
blancas que ponemos en una urna; se vuelve a lanzar poniendo tantas bolas negras como
indique el resultado del lanzamiento. De la urna asi formada se extrae una bola al azar.
¢, Cudl es la probabilidad de que sea blanca?

O ®

O O o0
OO0 o000

P(B) = P( sacar bola blanca)

Aj = una de las 9 posibles combinaciones del espacio muestral. Todas las combinaciones
son equiprobables por lo que la probabilidad sera de 1/9.

Las probabilidades de B varian en funcién del espacio muestral obtenido:

1/2 1/3 1/4 213 2/4 2/5 3/4 3/5 3/6
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3. Regla de Bayes

Sean A1, Az, ..., Ay sucesos tales que:
N
a) U A =Q
j=1

byANA =D si i#]j.
Entonces se verifica que
P(A))-P(BJA)  P(A)-P(BJA)

P(B) zN: P(A;)-P(BJA))

P(A,|B) =

(Obsérvese que la formula anterior es una aplicacién
de la probabilidad condicionada y la probabilidad total)

A1 Az Az As
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YA \VARIABLES ALEATORIAS

CONCEPTO DE VARIABLE ALEATORIA

Definicién: Llamaremos variable aleatoria a una funciéon X: Q — R que a cada elemento del espacio
muestral (correspondiente al experimento aleatorio que estamos estudiando) le hace corresponder un

ndmero real.

Ejemplo

Describir el dominio y la imagen de la variable aleatoria “/a suma de dos dados en una

tirada”

Definicién: Si A es un subconjunto de R (es decir, un subconjunto de la imagen de la variable X) entonces

llamaremos probabilidad de A a P(A) = P(X € A) = P{w € Q|X(co) e A}

Frecuencia

250 -

200 -

150 A

100 A

50 A

Funcion de densidad simulada
Normal (0 ,1)

Clase Frecuencia % acum.
-5,0 0 0,00
-4.5 0 0,00
-4,0 0 0,00
-3,5 0 0,00
-3,0 3 0,00
-2,5 8 0,01
-2,0 13 0,02
-1,5 50 0,07
-1,0 98 0,17
-0,5 135 0,31
0,0 175 0,48
0,5 208 0,69
1,0 159 0,85
15 93 0,94
2,0 36 0,98
2,5 12 0,99
3,0 8 1,00
3,5 2 1,00
4,0 0 1,00
4,5 0 1,00
5,0 0 1,00

y mayor... 0 1,00

Frecuencia

1,20
1,00 A
0,80 A
0,60 -
0,40 -
0,20

0,00 -

Funcion de Distribucién F(x) simulada
Normal (0 ,1)

50 -40 -30 -20 -10 00 10 20 30 40 50
Clase

Definicién: Llamaremos funcién de distribucién de una variable aleatoria a una funcién

F: R— [0,1] definida por

F'(x) = P(=0, X] = P{o € Q[X(w) < x} Vx e R

Propiedades de las funciones de distribucién:

® limF(x)=0
@ limF(x)=1

® Sixi<x2 = F(x1) < F(x2) (Monétona no decreciente)
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@ F es continua por la derecha, esto es, lim F(x+h) = F(x) (o bien lim F(x) = F(a))
h—0" x—a*

¢ La funcion de distribucion asigna a cada nimero real x la probabilidad acumulada hasta ese valor x.

e Dada una funcién de distribucion, se puede calcular la probabilidad de cualquier suceso mediante las
formulas: P(—0, X] = F(x) P(—o0, X) = F(x")

e Dada una probabilidad, se puede definir una funcién de distribucion y dada una funcién de distribucion
se puede determinar de forma Unica una probabilidad

Ejemplo

0, x<1
Dada la funcion de distribucion calcule f(x) =)y 1<x<2
1, 2<x
a) P{0}
b) P{2}
c) P(4,5]

a) P{0} = 0
b) P{2} = P[2,2]= F(2) - limF(x) =1- % =%

X—2-——

¢) P(4,5]= P(5)-P(4) = 1-1=0

VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

Definicién: diremos que una variable aleatoria es discreta cuando s6lo toma un conjunto finito o
numerable de valores (X1, X2, ..., Xn, ...).

e La funcion de distribucion de una variable aleatoria discreta queda caracterizada por su funcién de
masa, (y la representaremos como f(x)) la cual esta definida por:

P(X =x)

f(x) = _P(X =X,) (en el caso de que sean finitas)
P(X =x,)

e Lafuncion de distribucion estara definida por:
0, x<x
P(X=X), X <X<X,

FOO=1p(X =x)+ P(X =%,), X <X<X, (en el caso de que sean finitas)

P(X=x)+P(X=%X,)+..+P(X=x)=1 x,<X

10/35
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SME X

Medidas de centralizacion para una variable aleatoria discreta

Definicion: Llamaremos media o esperanza de una variable aleatoria discreta X a:
u=E[X] = ij P(Xj)
i

Definicién: Llamaremos mediana al valor o valores M tales que dejan a la izquierda y a la derecha la
misma cantidad de probabilidad.

Medidas de dispersion para una variable aleatoria discreta

Definicién: Llamaremos varianza de una variable aleatoria discreta al valor
o2 = V(X) = E[(X - w2 = 2 (X; — 4)* P(X;)
j

Proposicién: La varianza viene dada por o2 =ZX1-2 P(x;)— 1P = E[X?] - 42
i

Definicién: Llamaremos desviacion tipica o de una variable aleatoria a la raiz cuadrada positiva de la
varianza.

12/35
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Ejemplo

Dada la siguiente distribucion, hallar su varianza y su desviacion tipica:

12

16

20

24

PX)

1/8

1/6

3/8

1/4

1/12

Definicion: EI momento no centrado de orden n de X se define como «, = E[X ”]

Definicién: El momento centrado de orden n de X se define como y, = E[(X —y)”]

VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS

Definicion: Diremos que una variable aleatoria es continua cuando toma valores en un intervalo (finito o

infinito) de R.

La funcion de distribucion de una variable aleatoria discreta queda caracterizada por su funcién de

densidad, (y la representaremos como f(x)) la cual verifica

e OfX)>0VxeR.
. ®J._°;f(x)dx:1.

Ejemplo

¢ Es una funcion de densidad la funcion f(X) = {

Si es funcién de densidad

Te‘x =(-e™)-(-e%)=0-(-)=+1
0

e La funcién de distribucion estara definida por F(x) = .f_x f(t)dt.

0 six<0
e *¥six>0

e Araiz del resultado anterior, se deduce que F'(x) = f(x).

Teorema: Si X es una variable aleatoria continua, la probabilidad de un intervalo vendra dada por la

integral de la funcién de densidad en él, esto es,

Ejemplo

Pla, b] = j (0

13/35
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Medidas de centralizacion para una variable aleatoria continua

Definicién: Llamaremos media o0 esperanza de una variable aleatoria continua X a:
w=EX1= | xF (x)dx

Definicion: Llamaremos mediana al valor M tal que deja a la izquierda y a la derecha la misma cantidad de
probabilidad, la cual verifica que F(M) = 5.

14/35



mediana = _[_m f(x)dx=0,5

Medidas de dispersién para una variable aleatoria continua

Definicién: Llamaremos varianza de una variable aleatoria continua al valor
® 2
o = V00 = Elx - 71 = (x— ) £ ()

Proposicién: La varianza viene dada por ¢ :J._ X2 f (X)dX — p® = E[X?] - 12

Definicion: Llamaremos desviacion tipica o de una variable aleatoria a la raiz cuadrada positiva de la
varianza.

Ejemplo

2

kX sio<x<6
Dada la funcién de densidad f(x) = f(x)=<" 35 SIDS XS0

0 en el resto

Calcular:

El valor de k.

La media, la mediana, la varianza y la desviacion tipica.
La funcién de distribucion.

P([X] < 2).

PROPIEDADES DE LA ESPERANZA Y LA VARIANZA

Propiedades de la esperanza:

O Si X e Y son dos variable aleatorias, entonces E[X + Y] = E[X] + E[Y]
® Sik es un escalar y X es una variable aleatoria, entonces E[kX] = kE[X]
© Si k es un escalar, entonces E[K] = k

Propiedades de la varianza:

O Si X e Y son dos variable aleatorias independientes, entonces Var(X + Y) = Var(X)+ Var(Y)
® Sik es un escalar y X es una variable aleatoria, entonces Var(kX) = k? Var(X)
© Si k es un escalar, entonces Var(k) =0

15/35
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DISTRIBUCIONES DISCRETAS

DISTRIBUCION DE BERNOULLI

Definicién: Llamaremos prueba de Bernoulli a un experimento aleatorio cuyos posibles resultados son
éxito (con probabilidad p) o fracaso (con probabilidad 1 — p).

La distribucién de Bernoulli vendra dada por la distribucién de la variable aleatoria discreta

1 si obtenemos é xio
0 si obtenemos fracaso

cuya funcion de masa es
P(X=0)=1-p ) . e
, 0 bien, PIX=Kk]=pX(1-p)t-k k=0,1
P(X=D)=p
Ejemplo

Una persona coge al azar una bola de una caja donde hay tres bolas blancas y dos negras.
Calcular la probabilidad de que la bola sea blanca y la de que sea negra.

Estamos ante una distribucién Bernoulli donde p = probabilidad de éxito

P(x=1) = p=3/5
P(x=0) = 1-p= 1- 3/5= 2/5

Proposicién:  La esperanza de la distribucién de Bernoulli viene dada por E[X] = p.
La varianza de la distribucién de Bernoulli viene dada por V(X) = p(1 - p).

Generacién de niimeros aleatorios el |
Nimern de variables: [
Cantidad de nimeros aleatorios:  |100 Cancelar |
Histograma

Distribucién: [Bernouli =] e | Bernoulli ( 0,3)

~Parametros

Probabilidad =|D,3

Frecuencia

Iniciar con: II—
rOpciones de salida
" Rango de salida: Iﬁ
' En una hoja nueva: I 0 1

" En un libro nuevo Clase

16/35
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DISTRIBUCION BINOMIAL

Definicién: Llamaremos distribuciéon binomial B(n; p) a la distribucion de la variable X = “namero de
éxitos obtenidos al realizar n pruebas de Bernoulli independientes con probabilidad de éxito p”
Su funcién de masa vendra dada por

n
P(X =x) :(x) p*(L-p)*, parax=0,1,2, ...

Recuerda: n=_n
X (n=x)Ix!

Ejemplo
Un estudiante responde al azar un examen de diez preguntas tipo test con cuatro

respuestas en cada pregunta. Calcular la probabilidad de que acierte cinco preguntas y solo
5 respuestas.

Nos esta pidiendo el valor de probabilidad dado por una Binomial con
probabilidad de éxito en cada pregunta es p=1/4

numero de pruebas Bernoulli que componen la Binomial n=10
ndmero de éxitos x=5

P(X =5) = [;0] Ya S(1 — Ya)105

Generacion de nimeros aleatorios ?| X|

Nimero de wariables: |1
Cantidad de nimeros aleatorios: {100 Cancelar |

Distriburidn: IBinomiaI j Ayvuda |

rParametros

Histograma
30 - Binomial (10; 0,25)

Probabilidad = 0,25

Mimero de muestras = IlEI

Frecuencia

Iniciat con: |1|
~Opciones de salida
" Rango de salida: I =“:]
© H N m % W o~ ® o g
% En una hoja nueva: I

" En un libra nusvo

y mayor...

Clase

Proposicién:  La esperanza de la distribucion binomial viene dada por E[X] = np.
La varianza de la distribucion binomial viene dada por V(X) = np(1 - p).

17/35
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X

e La distribucion Binomial posee la propiedad aditiva: si X1 ~ B(n1, p), X2 ~ B(nz, p), ..., Xk~ B(ng, p), ¥y
X1, X2, ..., Xk sonindependientes, entonces X1+ X2+ ...+ Xy~B(ni+nz2+ ... +ng p).

DISTRIBUCION GEOMETRICA

Definicién: Llamaremos distribucién geométrica a la distribucion de la variable X = “ndmero de fracasos
hasta la aparicién del primer éxito en una sucesion de pruebas de Bernoulli independientes con
probabilidad de éxito p”.

Su funcién de masa vendra dada por

PX=x)=(1-p)p parax=0,1,2, ...

Proposicién: La esperanza de la distribucién geométrica viene dada por E[X] = 1-p

p
Ejemplo

18/35
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Calcular la probabilidad de que, al apostar en una ruleta siempre al nimero 22, obtengamos
el premio en la décima tirada.

DISTRIBUCION BINOMIAL NEGATIVA

Definicién: Llamaremos distribucidon binomial negativa a la distribucion de la variable X = “nimero de
fracasos hasta la aparicion del r-ésimo éxito en una sucesion de pruebas de Bernoulli independientes con

probabilidad de éxito p”.
Su funcién de masa vendra dada por

X+r-1
P(X=x) = X 1 -p)p parax=0,1,2, ...

Ejemplo

Calcular la probabilidad de que al lanzar un dado de caras 1, 2 y 3, obtengamos 3
resultados distintos al tres antes de sacar 2 treses.

| nEsemompisT | =] 3¢ o/ =[ =NEGBINOMDIST{2;2;0,333)
PEGBINOMDIST

Mam_fracasos |2 E =2
Niim_éxitos |2 E =z
Prob_éxito |01333 E = 0,333

= 0,147999559

Devuelve la distribucion binomial negativa, la probabilidad de encontrar nim_fracasas antes que
nim_é&xito, con probabilidad_s de un suceso.

Prob_éxito es la probabilidad de éxito; un ndmero entre 0w 1,

@ Resultada de la Farmula = 0, 147999559 Aceptar | Cancelar

Proposicién: La esperanza de la distribucién geométrica viene dada por E[X] = M

Ejemplo

Una urna contiene 20 bolas, de las cuales 12 son blancas, y las sacamos de una a una.
a) Hallar la probabilidad de sacar 3 bolas blancas antes de sacar la cuarta bola negra.
b) Hallar la probabilidad de sacar 6 bolas negras antes de sacar la décima bola blanca.
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DISTRIBUCION DE POISSON

En determinadas ocasiones, cuando la n es demasiado grande, los calculos necesarios para la variable
aleatoria X de distribucién binomial son demasiados. Por tanto, definimos una variable X denominada de
Poisson, la cual viene dada por el limite cuando n — o« y p — 0 en una distribucién B(n; p),y  np — A.
(Por lo general cambiaremos de una distribucién binomial a una de Poisson cuando n>30yp<0.1)

Definicién: Llamaremos distribucion de Poisson de parametro A a aquella variable que tiene como
funcién de masa

e A
P(X=x) = parax=0,1,2, ...
x!
21X
Mimero de variables: |1
Cantidad de nimeros aleatarios: {100 Cancelar |
Distribucidn: IPDisson j frvuda |
rParametros Histograma
Poisson (0,1)
Lambda = o1
100 1
80 4
8
2 60T
[}
Iniciar con: |1 =
8 404
—Opciones de salida I
{” Rango de salida: I ="‘:] 20 1
¥ Enuna hoja nueva: I o | T S— ; ; i
™ En un libro nueva 0 1 2 3 y
Clase mayor...
Proposicién: La esperanza de una variable de Poisson viene dada por E[X]=np =X
La varianza de una variable de Poisson viene dada por V(X) = (np)(1 — p) = A
e Ladistribucion de Poisson posee la propiedad aditiva, esto es, si X1 ~ P(11), X2 ~ P(42), ..., Xn~
P(4n), ¥ X1, X2, ..., Xn sonindependientes, entonces X1 + Xa+ ...+ Xp~P(l1+ A2+ ... + A).

Ejemplo

Un 10% de las herramientas producidas en una fabrica son defectuosas. Hallar la
probabilidad de que en una muestra de 10 herramientas tomadas al azar exactamente 2
sean defectuosas mediante la distribucién binomial y mediante la aproximacién de Poisson.
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DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

Definicién: Sea una poblacion con N elementos, de los cuales D son éxitos y N — D son fracasos. La
distribucion hipergeométrica es la distribucion de la variable aleatoria X = “nimero de éxitos obtenidos

en n observaciones al azar de la poblacion, sin reemplazamiento”.

Su funcién de masa vendra dada por

DYN-D
XA N—X
P(X=x) = N para max{0, n — (N — D)} < x < min {n, D}
n

Proposicién: La esperanza de una variable hipergeométrica viene dada por E[X] = %

Ejemplo

En una baraja espafiola se sacan cinco cartas. Calcular la probabilidad de que dos de ellas
sean oros.

—
|p1sTR. HIPERGE. ..

e = e AN

~x J|:| =DISTR.HIPERGEOM2;5;10;40)

ISTR.. HIPERGECM
Muestra_éxito |2 T
Miam_de_muestra |5 fs_] =5
Poblacidn_éxito |10 Tl =10
Niim_de_poblacién |4D 3] = 40

= 0277656199
Devuelve la probabilidad para una variable aleatoria discreta siguiendo una distribucian hipergeometrica.

Nim_de_muestra es el tamario de la muestra.

@ | Resultado de la Formula = 0,277656199 Aceptar I Cancelar

T1a] n
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DISTRIBUCIONES CONTINUAS

DISTRIBUCION UNIFORME

Definicién: Llamaremos distribucién uniforme en el intervalo (a, b), y lo representaremos como
~ U(a, b), a una variable cuya funcién de densidad es:

1
f)=ip_a si xe[a,b]

0 en el resto

Generacion de nimeros aleatorios 21 x|
Mimera de variables: I Histograma
Cantidad de nimeros aleatorios:  |100 Cancelar | 14 - Uniforme (0 , 1)
Distribucidn: IUniForme j Ayuda | 12 +
rParametros
o 1071
Entre ID b |1 g 8+
(]
=
o 1
g 6
=
C 44
Iniciar con: I 1
rOpciones de salida 27
" Rango de salida: =|‘:] 0 4
& Enuna hoja nuewva: 0 03 06 09
" En un libro nuevo Clase

Proposicién: Si X sigue una distribucién uniforme en (a, b), entonces:

a) e[x]- 222 b) v[x]- -2

Ejemplo

El volumen de ventas de un almacén se distribuye uniformente entre 380 y 1200 miles de
pesetas. Determinar la probabilidad de que las ventas sean superiores a un milléon de
pesetas.

Ejemplo

Se sabe que una variable aleatoria X posee una distribuciéon uniforme en (a, b). Ademas P[X
> 5] = P[X < 5], y P[X > 6] = 0.25. Hallar Var(X).
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DISTRIBUCION NORMAL

Definicion: Llamaremos distribucién normal de pardmetros gy o (- © < g < o, o> 0), y lo
representaremos como N(z; o) al modelo continuo de probabilidad que tiene como funcién de densidad:

%)

2
f(x)= e VxeR.
o2
Generacidn de nimeros aleatorios il |
Mdmera de variables: I_ Histograma
Cantidad de nimeros aleatorios:  [100 Cancelar | Normal (0,1)
Distribucicn: INormaI j Ayuda |
Parametro:

Media = Iu ©

o
Desviacion estandar = |1 g

3

e

LL
Iniciar con: Il

~Opciones de salida
" Rango de salida: =|‘:]
¢ En una hoja nueva: -5 -4 -3-2-101 2 3 45y
£ En un libro nueyo Clase mayor...
99%
« 95% *
- 68% *

3o 2c -G u=0 T 2 3c

Propiedades de la distribucién normal

1. EX]=u
2. V(X) = &2
3. La funcién de densidad es simétrica con respecto a la media ¢ (esto es, P(X < ©) = P(X > u))

X—u
(o)

4. Siuna variable aleatoria tiene distribucion N(u; ), entonces la variable aleatoria 7z = tiene una

distribucion N(0O; 1).
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Ejemplo

El precio medio de una palmera de chocolate entre 500 confiterias consultadas ha sido de
15 € con desviacion tipica de 2 € Ademas, los precios estan normalmente distribuidos. Se
pide:

a) Hallar la probabilidad de que en una confiteria una palmera cueste mas de 17 €.

b) Hallar la probabilidad de que en una confiteria una palmera cueste entre 11 € y 17 €.

c) Hallar el nimero esperado de confiterias en las que las palmeras cuestan entre 11 €y

17 €.
| DISTR.NORM j X /| = =DISTR.NORM(17;15;2;VERDADERO) DISTR.HORM j X /| = =DISTR.NORM(17;15;2;FALS0)
DISTR.MORM DISTR.NORM
HE] -1 %17 -1
Media |15 E =15 Media ‘15 E =15
Desv_estandar |2 E =z Desv_estandar ‘2 E =z
Acum [JERDADERG ] = VERDADERD P e =] - Fuso

= 084134474

= 0,120985362
Devuelve la distribucidn acumulativa normal para la media y deswiacidn esténdar especificadas,

Devuelve la distribucidn acumulativa normal para la media y desviacidn estandar especificadas,

Acum es un valor [gico: para usar la funcidn distribucidn acumulativa = aq i i
b Acum s un valor [dgico: para usar la funcidn distribucidn acumulativa =
VERDADERO; pata usar I funcidn de probabilidad bruta = FALSO. WERDADER(Q; para usar la Funcion de probabilidad bruka = FALSC.

E Resultado de la formula = 084134474 _Concelr_| Resultado de s Frmula = 0,120985362 Canceler

5. Ladistribucién binomial B(n; p) tiende a la distribucién normal cuando n — . Por tanto, cuando n es
suficientemente grande, podemos trabajar con un modelo normal donde z=npy o= ,/np(1— p) (por lo
general cuandon>30y 0.1 <p<0,9)

Ejemplo

Se tira un dado 100 veces. Hallar la probabilidad de obtener entre 20 y 30 caras.

6. Si las variable X1, Xz, ..., Xn son independientes y poseen distribuciones N(u1; o1), N'(2; oz), ..., N(un;
on) respectivamente, entonces la variable Y = caX1 + a2X2 + ... + anXn posee una distribucién normal

. 2 2 2 __2 2 2
N(oagn + oopz + ... + onpin; \/al o, +o,0, +...+a, 0, )
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DISTRIBUCION GAMMA

Definicién: Llamaremos integral gamma al la funcién I'(p) = Io e *xPtdx

Teorema: Se verifica que la integral gamma es convergente para p > 0.

Propiedades de la funcién gamma:

rp=1 (Mediante integracion directa)
'x+1)=xT(X) (Mediante integracién por partes)
Si n es un nimero natural, entonces I'(n) = (n — 1)! (Mediante recurrencia con la propiedad 2)

r@) =z

bl .

Definicion: La funcién de distribucién Gamma I'(a.,) viene definida mediante la funcion de densidad

f (x )_F( 1)ﬂ x“ e x>0

I'(a+k)
I ”

@ Sik=1 E[x]=af V[X] = af’

® Sea X »>I'(a,p)entonces Y =aX - T'(x,af) a>0

® Sean X, »>T(e,pY X, ->TI'(«,, ) independientes entonces
X+ X, >y +a,, )

Propiedades

® E[x*]=

Fd Microsoft Excel - Li

||| Avuda de Microsoft Excel (=[]

J Archivo Edicion Yer Insertar Formato Herramientas Catos Weotana 7

] o |@x A8 E
| avial oW xs|E=E=EFEnmYNE fH = 2 SH
| prstr.Gamma | =] % +/[ =[ =DISTR.GAMMA{ =

Vea tambign

ISTR, GAMMA

xl j‘.l _ Devuelve la probabilidad de una variable aleatoria
siguiendo una distribucion gamma, Utilice esta
Alfal ik_l = funcidn para estudiar variables cuya distribucidn
podria ser asimétrica, La distribucidn gamma es de
Betal j‘_‘ = uso corriente en andlisis de las colas de espera.
Acumuladul ] = Sintaxis

DISTR.GAMMA(x;alfa;beta;acum)

. ¥ es el valor al que desea evaluar la distribucién,
Devuelve la probabilidad de una variable aleataria siguisnda una distribucidn gamma. Consulte |3 Ayuda . . .
para las ecuaciones usadas. Alfa es un pardmetro de la distribucidn.

Beta es un pardmetro de la distribucion. i beta =
1, DISTR.GAMMA devuelve la probabilidad de
una variable aleatoria siguiendo una distribucidn
gamma estdndar,

¥ es el valor al que desea evaluar la distribucian, un ndmera no
negativo,

Acum  es un valor |dgico que determina la forma
de la funcidn. Si el argumento acum es
VERDADERO, DISTR.GAMMA devuelve la
funcidn de distribucidn acurnulativa; si es
FALSO, dewuelve la funcion de densidad de
probabilidad,

=)

Resultado de |a Farmula = Cancelar

18 1] Observaciones

ﬂ 1 ® 3iel argumento x, alfa o beta no es numérico,
20 1 DISTR.GAMMA devuelve el valor de error
21 1] #IVALOR!

122 a e Si sl argumento x < 0, DISTR.GAMMA devuslve
23 1 el valor de error #iNUM! |
24 1

? ] # Siel argumento alfa <2 0 o si el argumento beta

= % 0, DISTR.GAMMA devuelve el valor de error
26 a #iNUMI
27 i}

28 o # La ecuacion para la distribucidn gamma es:
29 1] 1 _x
= . oY el
X )= ———x" e
30 0 7 )= e
)| 1
2 n La distribucidn gamma estdndar es:
|4 4[p [#|{ Hojazd £ Hojal4 / Hojaid % HojalB { Hojal? £ Hojazs 4| 4| FT g
PR = == xap)=
JDI‘;U]D R \DO.‘E”& LA -== Az Tl

Modificar | !_lil_lml_l_l_l_ s U =l

ialniciul |5 @ H ‘lIntroducc,. | [EMicrosaft .. | & plisqueda.. I £ JDISTRIEU. . | & |DISTRIEU., | .Probab\hd “@Ayudad |%(ﬂ @Eﬁ%&q 15:44
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DISTRIBUCION BETA

Definicién: Llamaremos integral beta a la integral B(p, q) = jolxpfl(l_x)qfldx

Teorema: Se verifica que la integral beta es convergente parap >0y q> 0.

Propiedades de la integral beta:

1. B(p, ) = B(a, p). (Haciendo el cambio t = 1 — x)
1
2. B(1,q) = a para g > 0. (A raiz de la definicién)
-1
3. B(p,q) = qT B(p+1,g—1) parap>0,q>1. (Integrando por partes)
I'(p)-T'(a)
4. =~
AP =" 0w
Jx”‘l(l— X))t o1
Definicion: X — A(p,q)conp,g>0si f(x)=9  A(p,q) six e (01)
0 en el resto
Propiedades
P
E[X]=—
[X] p+q
Pq
V[X] =
(p+0a)*(p+q+1)
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DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Definicién: Es una distribucién Gamma con p = 1, Es decir con funcion de densidad

{ae si x>0
f(x) =

—ax

0 enelresto

Propiedades

Si X sigue una distribucion exponencial (1) entonces:

1

d E[X]Zg
1
+ ViXl=o2
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CONCEPTO DE VECTOR ALEATORIO

Definicion: Llamaremos vector aleatorio a una funcién (Xi, Xz, ..., Xn): Q —> R" que a cada elemento del
espacio muestral (correspondiente al experimento aleatorio que estamos estudiando) le hace corresponder
un vector de R".

e Se consideraran solamente vectores aleatorios de dos dimensiones; el caso n-ésimo es analogo.
Ejemplo
Describir el dominio y la imagen del vector aleatorio (X, Y), donde X = “ndmero de caras

obtenidas al lanzar dos veces una moneda” e Y = “tirada en la que fue obtenida la primera
cara”

Definicion: Si A es un subconjunto de R? (es decir, un subconjunto de la imagen del vextor (X, Y)) entonces
llamaremos probabilidad de A a P(A) = P((X, Y) € A) = P{o € O | K(w), Y(w)) € A}

Ejemplo

Sea (X, Y) vector del ejemplo anterior. Hallar P(1,0), P(2,2) y P(2,1).

Definicién: Llamaremos funcién de distribucién de un vector aleatorio a una funcién F: R2 — [0,1]
definida por ~ F(x,y) = P{(t, u) € R2| t<x, u<y}=P{o e Q| X(©) <x, Y(©) <y} V (X, y)e R2,

(Otra forma de expresar lo anterior seria F(x, y) = P{(~o, X] x (-0, ¥1})
e Las propiedades de la funcion de distribuciéon de un vector aleatorio son analogas a las de una variable

aleatoria. Sin embargo, al considerar vectores aleatorios, es mas aconsejable considerar las funciones
de masa (en el caso discreto) y las de densidad (en el caso continuo) que la funcién de distribucion.
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VECTORES ALEATORIOS DISCRETOS

Definicién: Diremos que una vector aleatorio es discreto cuando so6lo toma un conjunto finito o
numerable de valores ((x1, y1), (X2, ¥2), ..., Xn, Yn) ...).

e La funcién de distribucion de un vector aleatorio discreto queda caracterizada por su funcién de masa,
(y la representaremos como f(x, y) la cual esta definida por f(x, y) = P(X = x; Y = y):

X\Y V1 Vi Yn
X1 P(X=x1;Y =vy1) PX=x1;Y=y) PX=x1;Y =yn)
Xi P(X=xi;Y =vy1) P(X=x1;Y=y1) P(X=xX1;Y =yn)
Xm P(X = Xm; Y =Vy1) P(X =x1;Y =y1) P(X =Xm; Y =VYn)

(en el caso de que sea finito)

Distribuciones marginales

Definicién: Sea (X, Y) un vector aleatorio discreto. Llamaremos distribucién marginal de X a la
distribuciéon obtenida al considerar exclusivamente la X. Su funciéon de masa (llamada funcion de masa
marginal) vendra dada por:

P(X =)= P(X =Y =)

j=1

f(x) = |P(X=x,)=D P(X=x,;Y =y;) (en el caso de que sean finitas)

j=1

P(X =x,)= Y P(X =x,¥ =¥,)

j=1
De manera analoga podriamos haber definido la distribucion marginal de Y.

Ejemplo

Calcula las distribuciones marginales de la siguiente funcion de masa:

Y1 Y2 Y3
X1 0,1 0,2 0,1
X2 0,2 0,1 0
X3 0 0,3 0

e Obtendremos, pues, la funcion de masa de la variable aleatoria X y la variable aleatoria Y, las cuales, a
su vez, nos permiten hallar sus medidas de centralizacion y dispersion (E[X], V(X), E[Y], V(Y) ...)

Distribuciones condicionadas

Definicién: Llamaremos covarianza entre dos variables aleatorias discretas X e Y a
Cov(X, Y) = E[(X - E[X])-(Y - E[Y])]
Diremos que X e Y estan incorreladas cuando Cov(X, Y) =0

Proposicién: La covarianza viene dada por Cov(X, Y) = E[XY] - E[X]-E[Y]
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Ejemplo 6: Calcula la covarianza del ejemplo 4 y 5.

Definicion: Diremos que dos variables aleatorias discretas son independientes si
PX=xi; Y =yj) =P(X=x)-P(Y =y)).

Proposicién: Si X e Y son variables aleatorias discretas independientes, entonces Cov(X, Y) = 0 (el
reciproco no tiene por gué ser cierto)

Definicién: Llamaremos distribucién de la variable aleatoria X, condicionada por un valor fijo yj de la
variable aleatoria Y, a la distribucién que viene dada por la funciéon de masa condicionada:

P(X =x;Y :yj)

P(X=x[|Y=y,)=
1‘ ! PW:yj)
P(X=x,;Y =V, ..
f(x \ yj) = |P(X = XZ‘Y =y;) =# (en el caso de que sean finitas)
-7

P(X=x,;Y =Y,;)

PY =yY))
De manera analoga podriamos haber definido la distribucion de Y condicionada a un valor fijo xi de la
variable aleatoria X.

P(X=x,[Y =y;)=

e En el caso de que las variables X e Y sean independientes, las distribuciones condicionadas coinciden
con las distribuciones marginales correspondientes.

VECTORES ALEATORIOS CONTINUOS

Definicion: Diremos que un vector aleatorio es continuo cuando puede tomar todos los valores de una
region A c R2,

¢ La funcidn de distribucién de un vector aleatorio continuo queda caracterizada por su funcién de

densidad, (y la representaremos como f(x, y)) la cual ha de verificar:
QO f(x,y) =0 V (x,y) € R2

@ )|, f(xy)dy =1
e Una vez dada la funcion de distribucion, la probabilidad de un suceso A < R? vendra dada por
P = ], f(x.y)dxay

2
e Ademas, se cumple que F(x, y) = f(x,y)

X0y
Ejemplo

Calcular el valor de k para que la funcion sea de densidad

k si0<y<x<l
0 en el resto

f(x,y)={

Ejemplo

Dada la funcién de densidad
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1, (x,y)eR

f(x,y)={0’ (x,y)eR’

donde R viene dada por R ={(x,y) € R2|Osysxsix €[0,1],0<y<2-xsix e [1,2],
hallar P(A), siendo A = {(x, y) € R2 |15 < y<1,-1<x<2}

Ejemplo
Foxy) = {1 si (x, y) € [01]x[0,]
Sea la funcién de densidad 0 en el resto . Hallar la funcién de

distribucion.

Distribuciones marginales

Definicion: Sea (X, Y) un vector aleatorio continuo. Llamaremos distribucion marginal de X a la
distribuciéon obtenida al considerar exclusivamente la X. Su funcién de densidad (llamada funcién de
densidad marginal) vendra dada por:

0= | f (x.y)dy

De manera analoga podriamos haber definido la distribucion marginal de Y.
e Aligual que en el caso discreto, las funciones de distribucién marginal de X e Y nos permiten hallar sus
medidas de centralizacion y dispersion (E[X], V(X), E[Y], V(Y) ...)

Distribuciones condicionadas

Definicién: Llamaremos covarianza entre dos variables aleatorias continuas X e Y a
Cov(X, ¥) = EI(X ~ EIX])-(¥ - EIVD) = |, (x— E[x]) - (y— E[y]) f (x,y)xcly

Al igual que en el caso discreto, diremos que X e Y estan incorreladas cuando Cov(X, Y) =0
Proposicién: La covarianza viene dada por Cov(X, Y) = E[XY] - E[X]-E[Y]

Ejemplo 13: Calcular la covarianza del ejemplo 12.
Definicién: Diremos que dos variables aleatorias continuas son independientes si f(x, y) = f(x)-f(y).

Proposicién: Al igual que el caso discreto, si X e Y son variables aleatorias continuas independientes,
entonces Cov(X, Y) =0 (el reciproco no tiene por gué ser cierto).

Definicién: Llamaremos distribucion de la variable aleatoria X, condicionada por un valor fijoy de la
variable aleatoria Y, a la distribucién que viene dada por la funcion de masa condicionada:

fxly) = fx | Y = y) = ff‘?’yg) vx € R.

De manera andloga podriamos haber definido la distribucion de Y condicionada a un valor fijo x de la
variable aleatoria X.
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PROPIEDADES DE LAS MEDIDAS DE CENTRALIZACION Y DISPERSION

® E[kX] =KkE[X]
@ E[X+ Y] =E[X]+E[Y]
® V(kX) = k2V(X)
@ Si X eY estan incorreladas (o son independientes), entonces
E[XY] = E[X]E[Y]
® V(X1 + Xz + ... + Xn) = V(X1) + V(X2) + ... + V(Xn) + 2) Cov(Xi, X;)
I<)
® Si X, Xz, ..., Xn, Son variables aleatorias incorreladas (o son independientes), entonces
V(X1 + Xz + ...+ Xp) = V(X1) + V(X2) + ... + V(Xn)

@ V(X -Y) =V(X) + V(Y) + 2Cov(X,Y)

Si X e Y son variables aleatorias incorreladas (o son independientes), entonces
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V(X = Y) = V(X) + V(Y)

DISTRIBUCION NORMAL MULTIVARIANTE

e En el caso de tener un vector aleatorio (X1, X2, ..., Xn) en el cada componente tiene una distribucion
normal, diremos que posee una distribucién normal multivariante. Nos centraremos sélo en vectores de
dos dimensiones (esto es, (X, Y))

Definicion: Sea el vector (X, Y), donde X e Y poseen distribuciones N(u1, o1) y N(u2, o2). Entonces la
distribucion normal bivariante, que representaremos como N(u; X)caracterizado por:
@ Su vector de medias p = (14, 12)
o Cov(X ,Y)]
Cov(X,Y) o
es el modelo de probabilidad cuya funcion de densidad viene dada por

ety y-py) 5 X=
ey #ﬁeﬁ( a2

@ Su matriz de varianzas y covarianzas ¥ = (

Ejemplo

Hallar la funcién de distribucion para un vector aleatorio (X, Y), tal que X tiene una
distribucion N(0, 1) e Y tiene una distribucion N(2, 4) y Cov(X, Y) = -1

Ejemplo
Hallar la media, la varianza y la covarianza de un vector cuyo exponente de su funcién de

A(x+1)? —2(x+1)(y-2) +(y-2)?)

=
densidad es 6

Propiedades de la distribucién normal bivariante

O La distribucion marginal de X es N(uu1; o1) y la distribucién marginal de Y es N(uz; o2).

@® La distribucion de la variable Y condicionada al valor de X =x es

N(u2 + W(x - ); o24/1- p?)

1

Cov(X,Y)
0,0, -
(Analogamente se podria haber definido la distribucién de X condicionada por Y =y)

donde p es el coeficiente de correlacion muestral, esto es, p =

© Si Cov(X, Y) =0, entonces X e Y son linealmente independientes.
(Recuérdese que si X e Y eran linealmente independientes, entonces siempre Cov(X, Y) = 0; el
inverso se tiene si (X, Y ) tienen una distribucion normal)
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DISTRIBUCION MULTINOMIAL

¢ Consideremos un fenébmeno aleatorio que puede presentarse bajo las alternativas disjuntas Ai, Az, ...,
A tales que P(A)) = p;, donde 0 < pj < 1, siendo p1 + p2 + ... + px = 1. Sea ahora el vector aleatorio (X,
Xz, ..., Xx) que describe el suceso en el que de n observaciones se obtenga x1 veces la alternativa Az,
X2 veces la alternativa Az, ..., Xk veces la alternativa Ax, de manera que x1 + X2 + ... + Xk = n. La funcién
de masa de dicho vector aleatorio viene dada por:

n n!
P[X1 = x1; X2 = x2; ...;Xk:xk]:( j PP = Py pk
X X X X0 X !
Defincién: A la distribucidon del vector aleatorio (X1, Xz, ..., Xx) anterior la denominaremos distribucion

multinomial, y lo representaremos como (X1, Xz, ..., Xk) ~ M(n; p1, P2, ..., PK)-
Ejemplo

En una ruleta francesa, ¢ cudl es la probabilidad de que en 25 jugadas salga 2 veces la
primera docena, 10 veces la segunda, 10 veces la tercera y 3 veces un cero?
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